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Chapter 1 導論 

1-0 研究動機 

凡得瓦力的計算一直是化學物理學家努力的領域之一，但由於過去凡

得瓦力的一些近似方法並不適用於凝體，因此物理學家 E. M. Lifshitz 於西

元 1956 年提出新穎的現代凡得瓦力公式來計算任何兩凝體之間的凡得瓦

力。 

碳奈米管已經被發現[1]將近 20 年的時間，但各類碳奈米管之間的凡得

瓦力研究並不多，本篇論文將會討論如何將 Lifshitz 理論應用於研究碳奈米

管之間的凡得瓦力。 

1-1 凡得瓦力的三種型式 

1873 年，凡得瓦(van der Waals)首先對自然界中原子或分子之間的吸

引過程提出了解釋[2]，在非理想氣體與液體中，若兩個原子或分子慢慢互

相的靠近，電子分佈將會隨著距離靠近互相影響，當第一個原子上的電子

分佈產生暫時性的偶極，這個偶極會誘導另外一個原子上的電子分佈，產

生方向相反的暫時性偶極，這兩個偶極間會有微弱而且短暫的吸引力，人

們稱之為凡得瓦力。 

而後科學家延續凡得瓦的概念將凡得瓦力作用分為三種類型，分類如

表 1-1 所示：(1) 偶極—偶極力(Keesom interaction) [3~6]：存在於兩極性

分子間，任兩個無方向性永久電荷(charges)、電偶極(dipoles)、電四極
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(quadrupoles)中有靜電作用，也就是說若在任兩個電多極(multiploes)中有

靜電力的產生，我們稱之為偶極—偶極力；(2) 偶極—誘導偶極(Debye 

interaction[7,8])：存在於極性與非極性分子之間，假設一個極性分子靠近

非極性分子時，極性分子上的電多極會影響非極性分子上得電子分佈，產

生感應電多極(induced multipole)，則在這個電多極與感應電多極之間的靜

電作用我們稱之為偶極—誘導偶極力；(3) 瞬時偶極—瞬時偶極力(London 

dispersion interaction[9])：1930 年代，根據 Fritz London 的解釋，當惰性

氣體分子互相靠近，由於表面電子的振動會在極短時間內排列成一個瞬時

偶極(transient dipole)，當兩個鄰近的瞬時偶極而產生的作用力，稱之為誘

導偶極—誘導偶極力，或稱之為倫敦色散力(London dispersion force)。 

偶極—偶極力 

Keesom interaction 

偶極—誘導偶極力 

Debye interaction 

倫敦分散力 

London dispersion interaction 

+

–
+

–

– –

+ + 

6
KeesomCE
r

∝ −  

+
+

+ +

+ 
+ + 

+
–

– –

表 1-1 凡得瓦力的三種類型， 代表的是吸引力，→← ←→代表的是斥力。 

––
–

–

+

+

6
LondonCE
r

∝ −  

6
DebyeC

E ∝ −  
r
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1-2 Hamaker 理論 

根據 1-1 節凡得瓦力所計算出來原子或分子之間的能量，會隨著距離 r

增加而劇烈的衰減，與距離的六次方成反比( 61 r )，而在這三種作用力中，

Overbeeks[10]與 Fowkes[11]證明了巨觀的尺度底下，凝體之間最重要的

凡得瓦力為倫敦分散力；但早在他們證明前， H. C. Hamaker 在 1937 年

就已提出了 Hamaker 理論[12]，他們延伸 Fritz London 的想法，利用成

對相加近似(Pairwise-Summation approximation)的概念，將空間中的兩塊

介質，各自切割成像 個原子一樣大小的單位(如圖 1-1)，則我們假設這兩

塊介質中有 對互相獨立的凡得瓦作用對存在，將作用力相加，就可以得

到兩個介質之間的總體作用力，其中作用力的型式會隨著介質的幾何結構

而有所改變(詳細內容請參閱 2-1 節與附錄Ⅰ)。 

N

2N

6

C
r

−  

介質 1
介質 2

 

圖 1-1 成對相加近似與凡得瓦力 
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1-3 Casimir 效應 

1948 年，H. B. G. Casimir 提出了 Casimir 效應理論[13]，根據 Casimir

理論的描述(如圖 1-2)，我們放置兩個未充能的平行金屬板在真空中，中間

相距數微米，在古典電磁理論下，若這兩片金屬板不施予外加電磁場，不

應該在兩金屬板之中測量到任何作用力，但隨著量子場論的發現，我們相

信在這兩個平板之間的真空能量不為零，但由於平板之間的靠近，使得這

兩平板之間的能量小於兩側外，讓這兩平板相互接近—產生了吸力，稱之

為 Casimir 效應。  

所謂的真空能量，是指在量子場論中，當電磁波經過不同的介質腔室

產生了邊界條件，而邊界條件的變化影響了真空能量的計算，如圖 1-2，電

磁波在兩片金屬板中行進會產生駐波，每個駐波都對應到一個能量值，將

腔室中所有的駐波能量加總起來就會得到這個腔室中的真空能量，類似

Planck 在黑體輻射中能量的求法。 
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平行金屬板

各種駐波

真空 真空真空
 

圖 1-2 Casimir 效應裝置 

在 Casimir 效應中產生的吸力，其性質與凡得瓦力相同，Lifshitz 利用

這個概念發展出了 Lifshitz 理論，將會在第二章詳述。 

 

1-4 論文架構 

本篇論文共分為五個章節，第一章討論了古典的凡得瓦力理論，而第

二章將介紹 Lifshitz 理論，第三章為我們將 Lifshitz 理論應用到複合板材系

統與奈米管系統裡。而第四章則是兩種系統的凡得瓦力理論計算及討論，

最後將總結置於第五章。 

 

−∞  −∞  

∞ ∞   

 5



Chapter 2 Lifshitz 理論 

2-0 Lifshitz 理論簡介 

Hamaker 理論的出現，提供了我們一個方便的模型計算不同幾何結構

下介質之間的凡得瓦力，但在這裡卻忽略了介質裡面每個獨立原子之間的

交互作用；而在 Casimir 效應中，我們利用量子場論找出兩金屬平板間的

真空能量進而推算出兩平板之間的吸力，這種性質非常類似於凡得瓦力。

因此在 1950 年代 E.M. Lifshitz 根據 Casimir 的研究成果發展了新的 Lifshitz

理論[14]，將圖 1-2 中的兩片金屬板與其中的真空皆置換成介電材質，電磁

波將不再被侷限在原本中間的真空，可以同時穿越三片介電材料(如圖

2-1)，由材料的幾何結構與介電性質我們一樣可以計算得到不同電磁波駐

波對應的能量，凡德瓦力將可從這能量推算得到。 

 

圖 2-1 Lifshitz 理論 

 

邊界

各種駐波

介質 2 介質 3介質 1 −∞  −∞  

∞ ∞  
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2-1 Hamaker 常數方程式 

在第一章我們介紹過 Hamaker 理論，要計算多個原子之間的凡得瓦

力，我們引入一個 HamA (Hamaker 常數)的觀念，這個常數為能量的單位，

引入這個常數最大的好處是我們可以簡易的解析的方式算出在不同幾何結

構的材料間具有的自由能，而不需要複雜的電腦數值計算，最常見到的型

式 212HamA lπ 是代表兩個無窮長平行平板之間距離 l 的每單位面積所具有的

自由能，延伸這個型式我們可以經由簡單的數學運算得知兩顆距離 l 的球或

是兩根距離 的平行無窮長圓柱所具有的自由能﹙在附錄Ⅰ中附上計算﹚，表

2-1[2-2]則列出了一般常用在不同幾何底下的自由能方程式。 

l

圖像 描述 Hamaker 自由能方程式 

 

兩無窮長，無窮厚的平行介質

平板，相距 。 l
212

HamA
lπ

− 每單位面積。 

 

兩顆圓球，半徑分別為 1R 、

2R ，最接近的地方相距 l 。 

條件： ， 1 2,l R R�

( )
1 2

1 26
HamA R R

R R l
−

+
 每對圓球。 

 

兩無窮長平行細圓柱，最接近

之處相距 。 z

1 2圓管之圓面積分別為 、 ， A A

1 2
5

3
8

HamA A A
zπ

−  每單位長度。 

z  

l  

l  
2R1R
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兩無窮長細圓柱皆與 z 軸垂

直且兩管相對夾角為θ，最接

近之處相距 。 z

圓管之圓面積分別為 、 ，1A 2A

1 2
42 sin

HamA A A
zπ θ

−  每單位長度。 

z  
θ  

表 2-1 不同幾何結構下的 Hamaker 自由能方程式 

2-2 空間中的自由能 

在量子物理的觀念下，諧振子所具有的能量差通常為 ωh ，而其基態所

具有的零點能量(Zero energy)為 1
2

ωh ，所以諧振子的能階可以表示成 

1 , 0,1,2,.
2nE n nω⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
h ..，              (2-1) 

其中 n 代表的是能階。  

依據統計物理的概念，考慮到諧振子在空間中的分佈，我們定義出一

個配分函數(Partition function)，這個函數會跟這空間中的溫度有關， 

( )
1
2

0

Bn k T

n
Z e

ω
ω

⎛ ⎞∞ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑
h

，            (2-2) 

則這個空間在頻率為ω的時候所具有的 Helmholtz 自由能 ( )f ω 可以寫

成下列型式 

( ) ( )

( )

2

0

2

ln

ln

ln 1

ln 2sinh
2

B B

B

B

k T n k T
B

n

k T k T
B

B
B

f k T Z

k T e e

k T e e

k T
k T

ω ω

ω ω

ω ω

ω

∞
− −

=

− −

= − ⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡= − −⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

∑h h

h h

h

B ⎤。       (2-3) 
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接下來我們考慮圖 2-2，在這個圖形之中，若電磁波是朝著 z 方向前

進，則電磁波允許同時穿過 A,B 兩個面的頻率會根據 A,B 兩個面相距的距

離 與平板 L、R 跟中間媒體的介質參數來決定，我們稱這組頻率{l }jω 為這

個空間的電磁波表面模式(electromagnetic surface modes)。 

L  
Lε  

m  
mε  

R  
Rε  

l  

Z 

X 

Y 
A B 

 

圖 2-2 兩平行無窮長介質板 L、R 挾著一個厚度為 的介質 m， l

各自的介質常數分別以 Lε 、 mε 、 Rε 表示。 

在這組頻率{ }jω 之中每個頻率 jω 都會對應到一個自由能，因此方程式

(2-3)變成 

( ) ln 2sinh
2

j
j B

B

f k T
k T
ω

ω
⎡ ⎛

= ⎢ ⎜
⎝ ⎠⎣ ⎦

h ⎤⎞
⎥⎟

F

，           (2-4) 

將這組自由能相加起來則得到完整的自由能 ， 

( )
{ }j

jF f
ω

ω=∑ 。              (2-5) 

0z =  z l=
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2-3 電磁波行進之色散關係 

電磁波的波動必須符合 Maxwell 方程式，因此由 Maxwell 方程式我們

可以推導得知電磁波在不同幾何結構的多層介質底下行進的駐波頻率，以

下的推導皆考慮光速並不會隨著傳遞距離衰減(nonretarded limit)，首先我

們有 Maxwell 方程式組 

0, 0D E∇⋅ = ∇× =
ur ur

，             (2-6) 

而電位移為 

( ) ( ) ( ) 3, , , ,D r r r E rω ε ω ω d r′ ′= ∫
ur r r ur ur ur ur

′，           (2-7) 

在式子(2-7)中我們假定介電函數 ( ), ,r rε ω ′
r ur

在每一塊介質中皆為各向異

性且均質，則以標籤 s 做為不同介質的代號，將介電函數 表示為三

維介電張量，隨著頻率的大小而變化，  

( , ,r rε ω ′
r ur )

, ,=( )
( )

( )
( )

0 0
0 0 ,
0 0

s
x

s s
ij y

s
z

s L m R
ε ω

ε ω ε ω
ε ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，      (2-8) 

接著將 做 Fourier transform 至 k 空間，得到 ( ),D rω
ur r

( ) ( ), , ( ) , ,S
ijD k z E k zω ε ω ω=

ur r ur r
，          (2-9) 

在這邊 代表垂直 z 軸的二維 向量k
r

k ( ),x yk k ，而 z 為電磁波行進的方向；由

Maxwell 方程式， 
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( ) 0S
ijD Eε∇ ⋅ = ∇ ⋅ =

ur ur
，            (2-10) 

在這我們引入一個純量位能 ，Φ E = −∇Φ
ur

，將其帶入上式， 

( ) ( )

( ) ( ) ( )2 0

S S
ij ij

S S
ij ij

Eε ε

ε ε

⎡ ⎤∇ ⋅ = ∇ ⋅ −∇Φ⎣ ⎦

= ∇ ⋅ −∇Φ − ⋅ ∇ Φ =

ur

，        (2-11) 

由於 sε 為均質函數(homogeneous)，則 0sε∇ = ，因此得到 

( )2 0S
ijε ⋅ ∇ Φ = ，              (2-12) 

根據上式我們將純量位能表示成 

( ) ( ) ( ), , exps s x yx y z f z i k x k y⎡Φ = +⎣ ⎤⎦  ，         (2-13) 

帶入則得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0s s s
z s x x y y sf z k k f zε ω ε ω ε ω′′ ⎡ ⎤− +⎣ ⎦ = ，       (2-14) 

其中 

( )
( )

( )
( )

2 2
ss
yx 2

s xs s
z z

k
ε ωε ω

β
ε ω ε ω

= + yk

=

，           (2-15) 

則式子簡化成 

( ) ( )2 0s s sf z f zβ′′ − ，            (2-16) 

將其解出得 

( ) s sz
s s s

zf z A e B eβ β−= + 。           (2-17) 

接下來考慮邊界條件，設定電磁波在 L 板中只存在 z− 方向的波動，在 R

板中只存在 方向的波動，z 0B AL R= = ，則在 0z = 與 z l= 的邊界條件為 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0

L m

m R

L m
z L z m

m R
z m z R

f f
f l f l

f f 0

f l f

ε ε

ε ε

⎧ =⎪
⎨ =⎪⎩
⎧ ′ =⎪
⎨

′ ′=⎪⎩ l

′ ，            (2-18) 

代回(2-17)得到 

( )
( )

3m m

m m R

L m m
l l l

m m R

L m
z L L z m m m

l l lm R
z m m m z R R

A A B
A e B e B e

A A B

A e B e B e

β β β

β β β

ε β ε β

ε β ε β

− −

− −

= +⎧
⎨ + =⎩
⎧ = −⎪
⎨

− =⎪⎩

。        (2-19) 

將 解出得到下列型式 ,A BS S

( ) 21 1, 1
1 1

mla bD k e
a b

βω −− −⎛ ⎞⎛ ⎞≡ − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

r
0 ，         (2-20) 

其中 

( )
( )

( )
( )

,
L R
z L z
m m
z m z

a b R

m

ε ω β ε ω β
ε ω β ε ω β

= = 。           (2-21) 

在這裡我們稱方程式(2-20)為在這個幾何空間底下的 Dispersion 

relation，由這個關係我們可以得到計算自由能需要用到的電磁波表面模式

{ }jω 。 

 

2-4 允許表面模式下的自由能 

在章節 2-2 裡面我們知道自由能是根據電磁波經過不同幾何結構所允

許的電磁波表面模式而改變，而在章節 2-3 裡面我們利用幾何結構的色散
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關係來決定電磁波表面模式，所以我們可以將方程式(2-5)寫成 

( )
{ }( , )

( , ) ( , )
j

k
j l

l k

F l k f l k F
ω

ω= ∑
r

r

r r
= ，          (2-22) 

k
r
代表的是在 k 空間作計算，接著我們利用柯西積分(Cauchy integral 

theorem)(見附錄Ⅱ)得到， 

( )
{ }

( )1 ln[ (
2

k
j

k k
l j

k
k k

kC

F f

d D )]f d
i d

ω

ω

ωω ω
π ω

=

=

∑

∫

r

r r

r
r r

r�

，         (2-23) 

以下我們省略 方便計算。 k
r

在複數平面上，我們認定頻率ω可以由一個實數 Rω 與一個虛數ξ 所組

成，也就是 R iω ω= + ξ，物理上代表的就是共振 ( )Ri te ω 與衰減 ( 兩個部份；

由方程式(2-20)得知空間中的色散關係，

)te ξ−

( ) 0D ω = ，在這裡要找出在複數平

面上所有符合這個關係的正實數頻率 Rω ，則我們在方程式(2-23)中的環積

分路徑可以劃過整個虛數頻率軸與右半平面，如圖 2-2 所示。  

在複數頻率軸上自由能方程式將會變為 

2 2

( ) ln 2sinh
2

ln B B

B
B

k T k T
B

f k T
k T

k T e e
ω ω

ωω

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝⎣
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

h h

h

⎠⎦，          (2-24) 

其中 

2 , 0, 1, 2, 3,Bk Ti i n nπω ξ= = = ± ± ± L
h

，         (2-25) 

為 ( )f ω 的分枝點，或寫成 
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2 B
n

k T nπξ =
h

。              (2-26) 

iξ

 

圖 2-3 對虛數頻率軸做柯西積分。 

因為這些分枝點會經過積分路徑上面，因此我們可以改寫方程式(2-23)

從積分整個複數平面上的右半平面變成單純對虛數軸上做積分， 

( )
{ }

( )

( )

1 ln[ ( )
2
1 ln[ (

2

j

l j

C

i

i

F f

d D ]

)]

f d
i d

d Df d
i d

ω

ω

ωω ω
π ω

ωω ω
π ω

− ∞

+ ∞

=

=

=

∑

∫

∫

� ，          (2-27) 

在這裡將自由能的從 log 的型式轉為無窮級數， 

2 2

2

1

( ) ln

ln[ (1 )]

ln(1 )
2

2

B B

B B

B

B

k T k T
B

k T k T
B

k T
B B

B

k T

B

f k T e e

k T e e

k T k T e
k T

ek T

ω ω

ω ω

ω

ω η

η

ω

ω

ω
η

−

−

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

∞ ⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

= + −

= − ∑

h h

h h

h

h

h

h

，         (2-28) 

Rω  
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方程式(2-28)代入式(2-27)得到 

( )
{ }

( )

1 1

1 ln[ ( )]
2

1 1 ln ( ) ln ( )
2 2

j

B
B

l j

i

i

k T
k T

j B
B

F f

d D if i d
i d

e ik T D i e D i d
i k T

ω

ω η ω η

η η

ω

ξξ ξ
π ξ

ω ξ ξ
π η

− ∞

+ ∞

⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎛ ⎞∞ ∞⎝ ⎠ −⎜ ⎟+∞+∞ ⎝ ⎠

−∞ −∞
= =

=

=

⎡
⎤⎢
⎥= + +⎢
⎥⎢ ⎦

⎣

∑

∫

∑ ∑ ∫
h

h
h

h ξ

，  (2-29) 

在式(2-29)中我們必須將[ ]中第一項提出來討論，在現實生活中，沒有

材料可以對無窮高頻率下的電磁場產生反應，也就是說，在 ω → ∞的情況

下，材料的介質常數會趨近於真空介質常數， ( ) 1ε ω → ，這也代表著

( ) 1D ω → ±∞ → ，所以在這裡第一項為 0，而我們將第二項中的 exponential

的無窮級數換成 cosine 與 sine 的無窮級數， 

1

1 1

cos sin

Bk T

B B

e

i
k T k T

ω η

η

η η

ω ωη η

⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∞ ∞

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑

∑ ∑

h

h h
，         (2-30) 

在這我們利用[16] 

[ ] ( )
1

1cos 2
2η η

ηχ π δ χ πη
∞ +∞

= =−∞

= −∑ ∑ − ，          (2-31) 

創造出三個積分式： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

2 ln ln
2

sin ln

B

B

k T D i d i d

i k T D i d

η

η

δ ω πη ξ ξ ξ

ω η ξ ξ

+∞∞ ∞

−∞ −∞
=−∞

∞

=

⎧
+ − −⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦

⎩

− ⎡ ⎤⎣ ⎦

∑∫ ∫

∑

h
h

h

ξ
，      (2-32) 

在這三個積分式當中，由於我們只對自由能的實部感興趣，因此可以直

接忽略第三個積分項的對自由能的貢獻，然後我們知道介電函數 ( )iε ξ 在虛
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數頻率軸上皆為實數，所以 ( )D iξ 也為純實數， ( )iD iξ 則為純虛數。 

整理第一個積分式並設 Bk Tχ ξ= h 得到 

( )

( )

2 ln
2

ln
2

B B

n

B
n

n

k T ik Tn D d

k T D i

χδ χ π

ξ

+∞ ∞

−∞
=−∞

∞

=−∞

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑ ∫

∑

h
χ

，         (2-33) 

整理第二個積分式得到 

( )

( )

( )
{ }

1 ln
2 2

1 ln
2 2

ln1 1
2 2 2

j

jC

D i d

D d
i

D
d

i d ω

ξ ξ
π

ω ω
π

ω
ω ω

π ω

∞

−∞

∞

−∞

−

= −

= − = −

∫

∫

∑∫

h

h

h
h�

，         (2-34) 

最終我們將式(2-33)與(2-34)代回式(2-29)可以得到自由能的型式 

ln ( )
2
B

l
n

k T
nF D iξ

∞

=−∞

= ∑ ，            (2-35) 

其中 2 , 0, 1, 2, 3,B
n

k T n nπξ = = ± ± L
h

±

)

。 

由於 ( niε ξ 為一個偶函數， ( ) ( )ni i nε ξ ε ξ= ，也就是說 ( ) ( )n nD i D iξ ξ= ，

我們可以將(2-35)改寫成 

0
' ln ( )l B n

n
F k T D iξ

∞

=

= ∑ ，             (2-36) 

在本篇論文裡，引號 即代表多項式在' 0n = 項的時候必須乘上係數 1
2

。 

回顧方程式(2-33)，我們將(2-36)原本具有的變數 k
r
代回得到 

0
' ln ( )k

l B n
n

kF k T D iξ
∞

=

= ∑
r r

，            (2-37) 

因此若是我們想要找出自由能相對間距 的關係式，我們只要將方程式

(2-22)對 做積分就可以找到， 

l

k
r
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( )

( )

( )

2

2

2
2

0

1( )
2

1 ( , )
2

1 1' ln 1
1 12

m

k
LmR l

l x y x y

lB
x y

n

F l F dk

F k k dk dk

k T a b e dk dk
a b

β

π

π

π

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞
=

=

=

⎡ − − ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥+ +⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∑ ∫ ∫

r r

，     (2-38) 

其中 

( )
( )

( )
( )

,
L R
z n L z n R
m m
z n m z n m

i i
a b

i i
ε ξ β ε ξ β
ε ξ β ε ξ β

= = 。          (2-39) 

(2-38)代表的即是各向異性且均質系統下，兩介質平板 L、R 隔著一片

厚度為 的介質平板 m，所具有的自由能，則根據表 2-1，我們將(2-38)變

換到 Hamaker 常數方程式，求得 

l

2
2

0

12 1 1( ) ' ln 1
1 1

mlB
LmR x y

n

k Tl a bA l e dk dk
a b

β

π

∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞
=

⎡ − − ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= − − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ + +⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∫ ∫ ⎥ 。     (2-40) 
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Chapter 3 圓柱間之凡得瓦力 

3-0 簡介 

章節 2-2 到章節 2-4 我們利用色散關係找出了在空間中兩塊平板(x, y

方向無窮長) L 、 中間夾著厚度為 的介質 (如圖 2-1 所示)所具有的自

由能(Free energy)(方程式(2-38)、(2-39))，而這些材料的特性皆為各向異

性(Anisotropic)與均質(homogeneous)的，同時我們也忽略了光速的衰減 

(nonretarded limit)性質。在 3-1 節我們將開始討論，若我們對 z 軸旋轉這

些平板而其他性質未變，則自由能會變成怎樣的型式？在 3-2 節我們假設

兩塊平板均塞入一定數量的平行細圓柱，延續 3-1 節的結果我們將得到這

兩塊複合材料的自由能方程式，然後我們利用一些假設將這個型式退化成

我們想要的細圓柱對的自由能方程式。 

R l m

 

3-1 旋轉系統 

我們回到 2-3 節，在這裡我們利用 Maxwell 方程式計算出平行平板之

間的色散關係，在這裡我們將圖 2-1 稍做修改變為下圖(圖 3-1)，然後我們

從方程式(2-8)開始，原本的介質張量(Dielectric tensor)，具有主軸(Principal 

axes) x、y、z 且彼此之間互相垂直，s 為三塊材料的代號，而 s
ijε 一樣會隨

頻率改變， 

 18



0 0
0 0 , ,
0 0

s
x

s s
ij y

s
z

s L m R
ε

ε ε
ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟

≡ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ，          (3-1) 

與圖 2-1 不同的是，這些平板可以相對 z 軸旋轉某個角度，圖 3-1 中，平

板 L 的 x 軸維持在原本的角度( 0Lθ = )，而中間的介質 m 與右邊平板 R 的

x 軸皆相對平板 L 的 x 軸轉了 mθ 與 Rθ 度，我們可以將(3-1)改寫成 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

sin sin cos 0

sin cos sin 0 , , ,

0 0

s s s s s
x y x S x y S S

s s s s s s
ij S x y S S y x y S

s
z

s L m R

ε ε ε θ ε ε θ θ

ε θ ε ε θ θ ε ε ε θ

ε

⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟≡ − + − =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  (3-2) 

L  

Lε  

m  

( )m
mε θ  

R  

( )R
Rε θ  

l  
Z 

X 

Y 
0z =  z l=

 

圖 3-1 兩平行無窮長介質板 L、R 挾著一個厚度為 l 的介質 m， 

各自的介質常數分別以 Lε 、 ( )m
mε θ 、 ( )R

Rε θ 表示。 

接下來我們重複章節 2-3 的工作，考慮 Maxwell 方程式 

0, 0D E∇⋅ = ∇× =
ur ur

，             (3-3) 

我們引入一個純量位能 ，Φ E = −∇Φ
ur

，因此得到 
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( )2 0S
ijε ⋅ ∇ Φ = ，              (3-4) 

在這裡我們一樣將純量位能表示成 

( ) ( ) ( ), , exps s x yx y z f z i k x k y⎡Φ = +⎣ ⎤⎦，         (3-5) 

跟第二章不同的是(2-14)變為 

( ) ( )2 2
11 12 222s s s s

z s x x y y sf z k k k k f zε ε ε ε′′ ⎡− + +⎣ 0⎤ =⎦ ，       (3-6) 

簡化得到 

( ) ( ) ( )2 0s S S sf z f zβ θ′′ − = ，            (3-7) 

其中 

( ) ( ) (2 22 cos sin cos sin
SS
yx

S S x S y S y S x SS S
z z

k k k k
εε )β θ θ θ θ

ε ε
= + + − θ ，    (3-8) 

將其解出得 

( ) s sz z
s s sf z A e B eβ β−= + 。           (3-9) 

接下來考慮邊界條件，設定電磁波在 L 板中只存在 z− 方向的波動，在 R

板中只存在 方向的波動，z 0B AL R= = ，則在 0z = 與 z l= 的邊界條件為 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0

L m

m R

L m
z L z m

m R
z m z R

f f
f l f l

f f 0

f l f

ε ε

ε ε

⎧ =⎪
⎨ =⎪⎩
⎧ ′ =⎪
⎨

′ ′=⎪⎩ l

′

S S

，            (3-10) 

將 解出得到下列型式 ,A B

( ) 2 ( )1 1, , , 1 0
1 1

m m l
m R

a bD k e
a b

β θω θ θ −− −⎛ ⎞⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

r
，      (3-11) 
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其中 

( )
( )

( )
( )

( )
,

( ) ( )

L R
z L z R

m m
z m m z m

a b R

m

ε ω β ε ω β θ
ε ω β θ ε ω β θ

= = 。         (3-12) 

求得旋轉系統中的色散關係之後，我們一樣將之代入(2-36)後得到完整

的自由能方程式， 

( ) ( ) ( ) 2
2

0

( , , )

' ln 1 , , , , ,
2

m

LmR m R

lB
Lm n m Rm n m R

n

F l
k T i k i k e d kβ

θ θ

ξ θ ξ θ θ
π

∞ ∞ −

−∞
=

⎡ ⎤= − Δ Δ⎣ ⎦∑ ∫
r r r ，(3-13) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

L m
z n L z n m m

Lm n m L m
z n L z n m m

R m
z n R R z n m m

Rm n m R R m
z n R R z n m m

i i
i k

i i

i i
i k

i i

ε ξ β ε ξ β θ
ξ θ

ε ξ β ε ξ β θ

ε ξ β θ ε ξ β θ
ξ θ θ

ε ξ β θ ε ξ β θ

−
Δ =

+

−
Δ =

+

r

r 。     (3-14) 

為了簡化式子，我們將卡式座標轉換到極座標系統，定義 

cos , sink kx yρ ψ ρ ψ= = ，            (3-15) 

因此(3-8)變為 

( ) ( ) ( )
( )

2 22

2 2

cos sin cos sin
SS
yx

S S x S y S y S x SS S
z z

S S

k k k k

g

εεβ θ θ θ θ
ε ε

ρ θ ψ

= + + −

= −

θ
，   (3-16) 

接著得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

sin

cos

S SS
y xx

S S SS S
z z

S SS
x yy

SS S
z z

g
ε εεθ ψ θ

ε ε

ε εε

ψ

θ ψ
ε ε

−
− = + −

−
= + −

，        (3-17) 
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(3-14)變成 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

L m
z n L z n m m

Lm n m L m
z n L z n m m

R m
z n R R z n m m

Rm n m R R m
z n R R z n m m

i g i g
i

i g i g

i g i g
i

i g i g

ε ξ ψ ε ξ θ ψ
ξ θ ψ

ε ξ ψ ε ξ θ ψ

ε ξ θ ψ ε ξ θ ψ
ξ θ θ ψ

ε ξ θ ψ ε ξ θ ψ

− − −
Δ =

− + −

− − −
Δ =

− + −

，   (3-18) 

改寫(3-13)得到 

( )
( )

( ) ( )

2

2 0 0
0

2

( , , ) ' ln 1 , ,
2

, , , m m

B
LmR m R Lm n m

n

g l
Rm n m R

k TF l d i

i e

π

ρ θ ψ

θ θ ψ ξ θ ψ
π

dξ θ θ ψ ρ ρ

∞ ∞

=

− −

⎡= − Δ⎣

⎤Δ ⎦

∑ ∫ ∫ ×
，    (3-19) 

做變數變換 ( )2 m mg lχ ρ θ ψ≡ − 得到 

( ) ( )

( )

2

2 2 20 0
0

( , , ) ' ln 1 , ,
16

, , ,

B
LmR m R Lm n m

n m m

Rm n m R

k T dF l i
l g

i e

π

χ

ψθ θ ξ θ ψ
π θ ψ

dξ θ θ ψ χ χ

∞ ∞

=

−

⎡= −⎣−

⎤Δ ⎦

∑ ∫ ∫ Δ ×
，  (3-20) 

(3-20)可以利用 1Lm RmΔ Δ ≤ 的關係式將對 χ 的積分換成一個冪級數， 

( ) ( )
( )

2

2 2 3 20
0 1

( , , )

, , , , ,1'
16

LmR m R
j

Lm n m Rm n m RB

n j m m

F l

i ik T
l j g

π d

θ θ

ξ θ ψ ξ θ θ ψ ψ

π θ ψ

∞ ∞

= =

=

⎡ ⎤Δ Δ⎣ ⎦−
−∑ ∑ ∫

。   (3-21) 

 

3-2 旋轉細圓柱對系統 

一個介質圓形管的介電常數通常在其軸向與徑向皆不同，若我們要計

算管子之間的自由能，我們得先從各向異性的 Lifshitz 理論出發，在 3-1 節

我們計算出各向異性的平板旋轉之後所具有的自由能，若是我們將一群平

行管子插入介質平板 L 與 R，如圖 3-2 所示，平板 L 與 R 會變成兩個新的

複合材料 A 與 B，在其中管子的介電常數在軸向與徑向分別為 cε � c和ε ⊥，而
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剩下的空間均填滿各向同性的介質，其介電常數為 mε 。 

 

圖 3-2 在複合材料 A 與 B 當中，管子們的主軸與 X 軸平行，而且在管子與管子之前

填滿著介電常數為 mε 的介質，與兩塊複合材料之中的介質相同。 

rε ⊥  

X

Z
Y

θ

Composite A Composite B 

Medium( mε )

L

2a  

mε  mε  

 

圖 3-2b 管子的直徑大小為 2a，軸向與徑向的介電常數分別為 rε � r和ε ⊥ 。 

rε �  

 23



 

此外，我們可以假定在複合材料 A、B 中，每單位面積有 N 個管子被

插入，因此我們可以定義出這個管子在複合材料 A、B 中所佔據的比例 

2N aν π= ，              (3-22) 

因此我們可以寫出描述這個複合材料的介質張量， 

0 0
0
0 0

ε
ε 0

ε
⊥

⊥

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
⎟
⎟，              (3-23) 

其中ε�為平行於複合材料中管子主軸的介質常數[17]， 

(( ) 1m c m mε ε ν ε ε ε= + − = + Δ� � )� ，           (3-24) 

而ε⊥ 為垂直於複合材料中管子主軸的介質常數[18,19]， 

( ) (2 1 2
1m m
νε ε ε ν
ν

⊥
⊥

⊥

⎡ ⎤Δ⎢ ⎥= + ≈ + Δ
⎢ ⎥− Δ⎣ ⎦

)⊥ ，          (3-25) 

其中 

,r m r

m r

m

m

ε ε ε ε
ε ε ε

⊥
⊥

⊥

− −
Δ = Δ =

+
�

� 。           (3-26) 

若我們要計算這兩塊複合材料之間的作用力則使用我們在 3-1 節的方

程式(3-21)，令 0mθ = ，而 Rθ θ= ，則(3-21)變為 

( ) ( )
2

2 2 3 0
0 1

( , )
1' , , ,

16

LmR

j
B

Lm n Rm n
n j

F l
k T i i

l j
π

d

θ

ξ ψ ξ θ ψ
π

∞ ∞

= =

=

⎡− Δ Δ⎣ ⎦∑ ∑ ∫ ψ⎤ ，      (3-27) 

其中 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (
( ) ( ) (

)
)

, ,

, ,

L m
z n L z n

Lm n L m
z n L z n

R
z n R R z n

Rm n R R m
z n R R z n

i g i
i

i g i

i g i
i

i g i

ε ξ ψ ε ξ
ξ ψ

ε ξ ψ ε ξ
mε ξ θ ψ ε ξ

ξ θ ψ
ε ξ θ ψ ε ξ

− −
Δ =

− +

− −
Δ =

− +

，      (3-28) 

為了方便計算，我們只計算最低的次序(j=1)，因此(3-27)變成 

( ) ( )
2

2 2 0
0

( , )

' , , ,
16

LmR

B
Lm n Rm n

n

F l
k T i i

l
π

d

θ

ξ ψ ξ θ ψ ψ
π

∞

=

=

⎡− Δ Δ⎣ ⎦∑ ∫ ⎤ ，       (3-29) 

方程式(3-29)代表了如圖 3-2 的複合材料間的凡得瓦作用力方程式，參考表

2-1 我們可以的到這個圖形間的 Hamaker 常數 

( ) ( )
2

0
0

( )
3 ' , , ,
4

LmR

B
Lm n Rm n

n

A
k T i i

π
d

θ

ξ ψ ξ θ ψ
π

∞

=

=

⎡Δ Δ⎣ ⎦∑ ∫ ψ⎤ 。       (3-30) 

接下來我們為了得到細圓柱間的凡得瓦力，我們要考慮管子在複合材料

中佔據的比例ν 趨近於無窮小的情況。首先可以由 3-1 節的方程式(3-17)求

得 (Lg )ψ− 與 ( )R Rg θ ψ− ， 

( ) ( )
( ) (

2 2

2

1 cos

1 cos
1

L

R

m

g

g
g

ψ γ ψ

)2θ ψ γ θ

− = + −

− = + −

=

ψ

1

，           (3-31) 

若考慮當 � 時， ν

( ) ( )2
ε ε

γ ν
ε

⊥
⊥

⊥

−
≡ ≈ Δ − Δ�

� � 1           (3-32) 

可以(3-31)讓近似為 
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( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 cos
2

1 cos
2

L

R

g

g

γψ ψ

γθ ψ θ

⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ψ
 ，          (3-33) 

這讓(3-28)變為 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

2

2

1 2 1 cos
2,

1 2 1 cos
2

2
cos

4

2
, , cos

4

m
m z

Lm n
m

m z

Rm n

i
i

i

i

γ
n

n

ε ν ψ
ξ ψ

γ

ε ξ

ε ν ψ

ν ψ

ξ θ ψ ν θ ψ

⊥

⊥

⊥
⊥

⊥
⊥

⎛ ⎞+ Δ + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠Δ =
⎛ ⎞+ Δ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤Δ − Δ
⎢= Δ + −
⎢⎣ ⎦
⎡ ⎤Δ − Δ
⎢ ⎥Δ = Δ + −
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

ε ξ

⎥
⎥ 。     (3-34) 

我們可以得到結果，考慮管子在複合材料中密度非常小的時候，我們

能計算出這兩個複合材料平板的自由能， 

( ) ( )
2

2 2 0
0

( , )

' , , ,
16

LmR

B
Lm n Rm n

n

F l
k T i i

l
π

d

θ

ξ ψ ξ θ ψ
π

∞

=

≈

− Δ Δ∑ ∫ ψ ，       (3-35) 

由(3-33)式我們可以得到兩複合材料平板間的自由能，不過這與兩根管

子之間的自由能依然有點差距，所以我們必須將這個式子利用一個幾何的

變幻來求出我們需要的型式；參考圖 3-3，管子在複合材料平板 R 間的面

密度為 N(每單位面積有 N 根平行管子)，則 Ndl 則代表每單位長度( dy )有 Ndl

根管子，假設平板 L 與在平板 R 中的每根管子皆有作用力發生，則每條虛

線都代表著一個自由能 ( )2 2
1 , 0f l y θ+ = ，這與我們在(3-33)提到的自由能具有

下列關係： 
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( )2 2
1

0

( , 0) , 0lim LmR

N

dF l dl Ndl f l y dy
dl
θ θ

∞

−∞
→

=
⋅ = ⋅ + =∫ ，   (3-36) 

z 

y 

l  dl  

−∞

∞
1R  

2R  

3R  

 

圖 3-3 在 yz 平面上看，兩複合材料 L、R 相距 ，圖中箭頭虛線表示在平板 L 與平

板 R 裡取一小段截面 中的平行圓柱 、 、 有作用力產生。 

l

dl 1R 2R 3R

同理，延伸這個概念，若我們考慮平板 L 與平板 R 中管子的自由能

( )2 2
1 , 0f l y θ+ = 可以退化成平板 L 與 R 各取一根管子自由能

( )2 2 , 0rodf l y θ+ = 的集合，則(3-36)變成： 

( )
2

2 2 2
2

( , 0) , 0lim LmR
rod

d F l N f l y d
dl

θ θ
∞

−∞
→

=
= +∫

0N
y= ，  (3-37) 

為了得到 ( )2 2 , 0rdof l y θ+ = 的正確型式，首先簡化(3-35)式並做二次微分

得到一個比較簡單的型式： 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 2
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2 2 2 4

4 2 2 2
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2 2
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⎥
⎥⎦

，(3-38) 

而在(3-37)式中，右半式我們可以利用反向 abel 轉換(附錄Ⅲ)得到與(3-38)

一樣的型式， 

( ) ( )
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22
2 2 2

2 4

2 2
5 4

2 2 2

6 0( , 0) , 0

4 , 0
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LmR
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，   (3-39) 

( ) ( ) ( ) ( )
4 2 2 2
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2 29 '' cos cos
32 4 4
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k TaC d
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ψ θ ψ ψ
∞
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l

，(3-40) 

在這裡兩根平行管子距離 之間的凡得瓦力可以用 Hamaker 常數來

表示(參照表 2-1)， 

( ) ( ) 4

5

9 0
, 0

32
rod

rod

C A af l
l

θ
θ

=
= = − = −�

5l
，         (3-41) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0
0

2 230 ' cos cos
4 4 4

B
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n

k TA d
π

θ ψ θ
π

∞
⊥ ⊥
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=

⎡ ⎤⎡Δ − Δ Δ − Δ
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⎢ ⎥⎢⎣ ⎦⎣
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� � ψ ψ

⎤
⎥
⎥⎦

；(3-42) 

如果今天兩根管子之間有個角度θ ，改寫(3-37) 

(
2

2
2

0

( , 0) sin , 0lim LmR
rod

N

d F l N f l
dl

θ θ θ
→

≠ )= ≠ ，        (3-43) 

則由(3-38)得到 

( ) ( )
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2 4

4

6 0( , 0) sin , 0

6 0
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LmR
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N Cd F l N f l
dl l
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f l

l

θθ θ θ

θ
θ

θ

≠≠
≈ − = ≠

≠
≠ = −

，     (3-44) 
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這一樣可以轉換到 Hamaker 方程式(參照表 2-1)， 

( ) ( ) ( ) 4

4

6 0 3 0
, 0

sin 8 sin
rod

rod

C A af l
l
θ θ

θ 4lθ θ
≠ ≠

≠ = − = − ，      (3-45) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0
0

2 230 ' cos cos
4 4 4

B
rod

n

k TA d
π

θ ψ θ
π

∞
⊥ ⊥

⊥ ⊥
=

⎡ ⎤⎡Δ − Δ Δ − Δ
⎢ ⎥⎢≠ = Δ + − Δ + −
⎢ ⎥⎢⎣ ⎦⎣

∑ ∫
� � ψ ψ

⎤
⎥
⎥⎦

。(3-46) 

由(3-42)式與(3-46)式，這兩個式子沒什麼不同，合併成為 

( )
( )

( )
( )

( )
2 2 2

0
0

2 23 ' cos cos
4 4 4

B
rod

n

k TA d
π

θ ψ θ
π

∞ ⊥ ⊥

⊥ ⊥
=

ψ ψ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ − Δ Δ − Δ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= Δ + − Δ + −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∫
� � ，(3-47) 

此即為兩根細圓柱相對 z 軸旋轉的 Hamaker 常數。 
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Chapter 4 碳奈米管之間的凡得瓦力計算 

4-0 簡介 

前三章我們詳細介紹了 Lifshitz 理論，在第四章我們會代入物理模型裡

面；在 4-1 節我們將介紹不同物質的介電函數，而在 4-2 節我們會計算出，

當在介質平板中塞入一定密度的平行細圓柱群，兩複合材料平板之間的

Hamaker 常數；在 4-2 節，我們會比較兩出各向同性金屬細圓柱對與非導

體細圓柱對的 Hamaker 常數差異；在 4-3 節我們將計算出碳奈米管對之間

的 Hamaker 常數與旋轉角度性質。 

4-1 介電函數 

在計算 Hamaker 常數之前，我們還欠缺了一項必備的工具，那就是介

電函數 ( )iε ξ′ ，一般來說我們並不常在實驗中看到這個型式，在 X 光吸收光

譜實驗裡，我們通常會看到 ( )ε ω′ 實部與 ( )ε ω′′ 虛部兩種型式，組合成

( ) ( ) ( )iε ω ε ω ε ω′ ′′= + ，不過由於在 2-4 節當中，我們發現色散關係並不需要求

出完整的介電函數 ( )ε ω ，在計算裡我們只需要考慮 ( )iε ξ′ 即可，雖然它沒有

任何物理意義，不過我們一樣可以靠 Kramers-Kronig 關係(KKR)求得，除

此之外，為了方便計算，我們在本篇文章也採用了一些對於介電函數 ( )iε ξ′ 簡

單的近似模型。 

首先我們先介紹基礎的近似模型[20]，方程式(4-1)，這個模型包含了

兩項，Debye dipolar-relaxation 項和 Damped-oscillator 項，頻率取樣範圍
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從紅外光到紫外光，我們對於不同材料的近似有不同的參數，將會列在下

列各表當中，表 4-1 列出了純水的參數[21]。 

2( ) 1
1

j

j jj j j

d f
i

g
ε ξ 2

j

ξτ ω ξ
′ = + +

+ +∑ ∑ ξ+
，        (4-1) 

另外對於碳水化合物奈米管的計算，我們假定蛋白質的性質與它非常

類似，所以我們利用蛋白質模型取代[22]， 

( )2( ) 1
1

protein
j

fiε ξ
ξ ω

′ = +
+

∑ ，         (4-2) 

其中 161.0, 1.5 10 ( )f rad sω= = × 。         (4-3) 

Microwave frequencies: Debye dipolar-relaxation form 
74.8d＝  51 6.55 10 eVτ −= ×   

Infrared frequencies: Damped-oscillator form 

,j eVω  ( )2,jf eV  ,jg eV  

22.07 10−×  46.25 10−×  21.5 10−×  
26.9 10−×  33.5 10−×  23.8 10−×  
29.2 10−×  31.28 10−×  22.8 10−×  
12.0 10−×  45.44 10−×  22.5 10−×  
14.2 10−×  21.35 10−×  25.6 10−×  
Ultraviolet frequencies: Damped-oscillator form 

,j eVω  ( )2,jf eV  ,jg eV  

8.2  2.68  0.61 
10.0  5.67  0.81 
11.2  12.0  1.54  
12.9  26.3 2.05  
14.4  33.8  2.96  
18.0  92.8  6.26  

表 4-1 純水的介電函數 ( )iε ξ′ 參數[21] 
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圖 4-1、圖 4-2 分別畫出純水與碳水化合物奈米管的介電函數 ( )iε ξ′ 對

頻率的分佈圖，  

 
圖 4-1 純水的介電函數 ( )iε ξ′ ，右上圖為 ( )iε ξ′ 在 0~0.164eV 的放大圖。 

 
圖 4-2 碳水化合物奈米管的介電函數 ( )iε ξ′  
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碳奈米管的介電性質長久以來一直被人廣泛討論，但由於它不容易用

於實驗測量，因此我們這此採用理論計算來找出它的介電函數，在這我們

採用了 G.L. Zhao 與 D. Bagayoko 的理論計算結果[23]。 

碳奈米管是性質與它的結構有高度相關的一種物質，我們知道碳奈米

管其實就是將二維石墨片捲起來相接成的圓管，而它的性質可以利用的旋

度向量來做表示，在 G.L. Zhao 的文章中，我們選擇了三種不同旋度向量

的單壁碳奈米管(8,4)、(10,0)與(16,0)，它們的半徑分別為 8.29 埃、7.83

埃、12.54 埃，我們利用第一原理，找出它們的在不同極化方向下的介電

函數虛部 ( )ε ω′′ ，圖 4-3 為(8,4)碳奈米管的介電函數虛部 ( )ε ω′′ ，圖 4-4 為(10,0)

碳奈米管的介電函數虛部 ( )ε ω′′ ，而圖 4-5 為(16,0)碳奈米管的介電函數虛

部 ( )ε ω′′ 。  

接下來我們利用 Kramers-Kronig 關係(KKR)[24]，方程式(4-4)，將 ( )ε ω′′

轉換成 ( )iε ξ′ ， 

( )
2 20

2( ) 1i
ωε ω

dε ξ ω
π ω ξ

∞ ′′
′ = +

+∫ ，           (4-4) 

圖 4-6、圖 4-7、圖 4-8 分別代表(8,4)、(10,0)與(16,0)碳奈米管的介電函數

( )iε ξ′ 對頻率的分佈圖。 
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圖 4-3 (8,4)碳奈米管在不同極化方向時的介電函數虛部 ( )ε ω′′  

 
圖 4-4 (10,0)碳奈米管在不同極化方向時的介電函數虛部 ( )ε ω′′  
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圖 4-5 (16,0)碳奈米管在不同極化方向時的介電函數虛部 ( )ε ω′′  
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圖 4-6 (8,4)碳奈米管的介電函數 ( )iε ξ′  

 
圖 4-7 (10,0)碳奈米管的介電函數 ( )iε ξ′  
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圖 4-8 (16,0)碳奈米管的介電函數 ( )iε ξ′  

 

4-2 碳奈米管陣列之凡得瓦力 

 
圖 4-9 在 面積裡共有 n=9 根碳管 2a

在這節我們想要計算出當兩塊介質平板插入不同密度的碳奈米管群之

a  

a  r  

n rods×  

Z  

Y  
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後的 Hamaker 常數，我們得先參考圖 3-2 與圖 4-13，在 YZ 平面上看，所

謂的密度 N 代表的是在 面積裡可以插入 n 根碳管， 2a

2
nN
a

= ，               (4-5) 

也就是說若我們考慮碳管直徑約為 8 埃時，當 N=0.006，包圍一根碳管得

最小面積為 13x13 的正方形(如圖 4-14a 所示)；同理，當 N=0.01，包圍一

根碳管得最小面積為 10x19 的正方形(如圖 4-14a 所示)。 

8d

13a =   

圖 4-10 不同 N 的截面；左圖(圖 4-14a)，N=0.006；右圖(圖 4-14b)，N=0.01 

今天我們將(8,4)、(10,0)的碳奈米管平行插入水中(如圖(3-2))，而兩碳

奈米管陣列之間的介質也為純水，然後利用(3-30)找出當溫度( )

時不同密度之下兩平行碳管陣列之間的 Hamaker 常數，列於表 4-2 中， 

300T K=

 N=0.006 N=0.01 

(8,4) CNT array-water-(8,4) CNT array 3.38 7.5 

(10,0) CNT array-water-(10,0) CNT array 3.67 7.79 

≈
 

8d ≈
 

10a =  

hamA (zJ) Material 

表 4-2  兩 8 埃碳奈米管陣列之間的 Hamaker 常數 (zJ)。 hamA

 

4-2 碳奈米管之間之凡得瓦力 
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在這節我們想要計算出碳奈米管對之間的凡得瓦力，並用同樣的模

型來計算碳水化合物奈米管對，在表 4-3 中列出了當溫度( )時，我

們利用(3-47)求出的平行奈米管對之間的 Hamaker 常數， 並將角度對兩根

碳奈米管之間的 Hamaker 常數之影響繪於圖 4-11 中；表 4-4 則列出了一

些常用的 Hamaker 常數。 

300T = K

Material hamA (zJ) 

Hydrocarbon-water-Hydrocarbon 3.3 

(8,4)CNT-water-(8,4)CNT 68 

(10,0)CNT-water-(10,0)CNT 101 

(16,0)CNT-water-(16,0)CNT 247 

表 4-3 奈米管對之 Hamaker 常數 

 

 

 

hamA (zJ) hamA (zJ) 

Gold-water-Gold 400[25] 

Graphite-water-graphite 99[26] 

表 4-4 常用的 Hamaker 常數 

將表 4-3 與表 4-4 聯合來看，(8,4)碳奈米管、(10,0)碳奈米管與(16,0)

碳奈米管的凡得瓦力作用大小在良導體(金)與絕緣體(碳水化合物)之間，這

也符合碳奈米管為金屬或是半導體的特性；其中特別要提出來的是(16,0)
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碳奈米管介電性質，參考圖 4-3 到圖 4-5，(16,0)碳奈米管的 band gap 為

最小(約為 0.18eV)，接著參考圖 4-6 到圖 4-8， (16,0)碳奈米管的 ( )iε ξ′ 也

是三者之中最大的，由這兩個條件我們可以推測(16,0)的性質非常接近導

體，所以在應用 Lifshitz 理論計算出來的 Hamaker 常數也遠大於另外兩種

碳奈米管，而接近於金的 Hamaker 常數。 

 

圖 4-11 角度對碳奈米管對之 Hamaker 常數的影響 
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Chapter 5 結論 

在碳奈米管陣列的凡得瓦力計算中，我們計算出在不同密度之下的兩碳

奈米管陣列之間的凡得瓦力，而現在已經有多種方法可以利用實驗製造出

碳奈米管陣列，我們相信未來有一天能夠利用實驗量測碳奈米管陣列之間

的凡得瓦力來跟本論文作比對。 

在各碳奈米管對的凡得瓦力計算中，我們採用碳奈米管介電性質的第一

原理研究數據，計算出碳奈米管對之間的凡得瓦力作用與角度關係，由於 

Lifshitz 理論對碳奈米管的介電函數有強烈的相關性，我們發現(16,0)碳奈

米管的性質接近於導體，若我們可以利用別的方法(如 Tight-binding 

Method)，我們一樣可以計算出碳奈米管之介電函數，將之代入 Lifshitz 理

論中，來驗證出本次計算的合理性。 

在本論文中所有的計算皆由 fortran 程式完成，計算非常的快速，這代

表在本篇論文中，幾何結構的近似對我們的計算有很大的幫助；或許我們

下次可以利用不同的幾何結構，例如把石墨片捲曲成圓柱狀，將其模擬成

碳奈米管，計算其之間的凡得瓦力，來比對這篇論文的結果。 

碳系材料除了石墨片與碳奈米管之外，還有圓球狀的碳 60，下一步也

許我們一樣可以應用 Lifshitz 理論，挑選出最接近的幾何結構，去模擬碳

60 與碳奈米管或是兩顆碳 60 之間的凡得瓦力。 
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附錄 

Ⅰ. 不同幾何結構底下的 Hamaker 方程式數學推導 

 Ⅰ-1 平板對平板 

A  m  B  

l  

Y 

BZ  AZ  

∞  

AdV

BdV

 

 

r  

∞  

∞  ∞  

y

Z  

圖Ⅰ-1 兩平行無窮長介質板 L、R 挾著一個厚度為 l 的介質 m， 

各自的介質常數分別以 Lε 、 mε 、 Rε 表示。 

首先參考圖Ⅰ-1，考慮兩塊無窮長無窮厚的介質平板 A、B，體積分別

為V 、V ，中間隔著一塊厚度為 l 的介質 m，在這裡我們將介質 A 與 B 各

分別拆成 顆 原子與 顆 原子來看，則當這兩塊介質平板有凡得瓦

力作用產生之時，我們便可以假設這個總和的凡得瓦力會是 對

原子間凡得瓦力的總和，而每對原子間凡得瓦力的型式如下 

A B

AN AdV BN BdV

A A B BN dV N dV×

6
A BC C
r

− ，               (Ⅰ-1) 

接下來我們可以開始做加總的動作，由圖Ⅰ-1 知道，在 XZ 平面上，我們加

 42



總的範圍為 ， ，0 Z≤ ≤A ∞ B0 Z≤ ≤ ∞ 0 y≤ ≤ ∞，也就是說我們可以得到下列積

分型式 

60 0 0

2A BdZ dZ ydy
r

π∞ ∞ ∞

∫ ∫ ∫ ，            (Ⅰ-2) 

其中 ，而( )22 2
Ar y Z l Z= + + + B 2 yπ 表示的是在每原子對相距 的權重；皆下來

我們有興趣的是 的變化，假設 l 變大，則介質 A 與 B 原本佔據的空間會被

介質 m 所取代，假設介質 m 是真空，則我們積分的凡得瓦力為

r

l

6
A A B BN C N C r ，只需要考慮 A 與 B 的作用；假設介質 m 不為真空，我們一

樣把介質 m 一樣分成 顆原子，在這裡任兩個原子間的凡得瓦力型式為mN

6C C rm m ，若與介質 A 或 B 的原子反應則得到凡得瓦力 6C C rA m 或 6C C rA m ，

最後我們得到當介質 A 或 B 被介質 m 取代後的凡得瓦力 

( )( )
( ) ( )

6

2 6

A A m m B B m m

A A B B m m A A B B m m

N C N C N C N C r

N C N C N C N C N C N C r

− −

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦
。      (Ⅰ-3) 

在這裡我們引入 Hamaker 常數 

( )(2
ham A A m m B B m m )A N C N C N C N Cπ≡ − − ，        (Ⅰ-4) 

所以我們可以改寫方程式(Ⅰ-1) 

1 2
2 6

hamA dV dV
rπ

− ，              (Ⅰ-5) 

接下來做積分 
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( )

( )

60 0 0

2

30 0 0 22

4 20 0

2

2 1

A B

A B

A B

B
A

A B

dZ dZ ydy
r

dydZ dZ
y Z Z l

dZdZ
lZ Z l 2

π

π

π π

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

=
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

= =
+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

，        (Ⅰ-6) 

最後我們得到兩塊平板之間的 Hamaker 標準方程式如下： 

2( )
12

HamAE l
lπ

= − 每單位面積           ﹙Ⅰ-7﹚ 

 

Ⅰ-2 圓球對圓球 

標準型式考量兩平板之間的單位面積，所以要考兩球體表面之間的自

由能，我們需要對﹙Ⅰ-7﹚作面積的積分，在此我們假設兩球的半徑分別為 1R 、

2R ，兩球之間最近的距離為 ，產生吸引力的部份只有兩球面最接近的微小

面積，如下圖所示： 

l

l  

h  

1R  2R  

 
圖Ⅰ-2 兩圓球半徑分別為 1R 、 2R 。 

其中 1 1 2 2R Rθ θ= ，當 1 2,θ θ 很小的時候，兩者相距的函數h 可以表示成 

1θ  2θ  
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( ) ( )1 1 2

2 2
1 2

1 2

2
21

1 1
2

1 cos 1 cos

( )
2 2

1
2

h l R R

l R R

Rl R
R

2θ θ

θ θ

θ

= + − + −

⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，           (Ⅰ-8) 

若考慮我們要計算的相對圓面，則設 

2

2 2

2 sin
2

ds r rd
r d

r d

π θ θ

π θ θ

π θ

= ⋅

=

=

 ，             (Ⅰ-9) 

接下來我們就可以把平面對平面的 Hamaker 方程式積分， 

2 2
1 1

22
0 21

1 1
2

2
0 1

1 2

1

1 2
2

01 1

2 1 2

2

1

12 1
2

12 1 1
2

1 1
21

12 1 11 12 2

2
12

Ham

Ham

Ham

Ham

A R d t
Rl R
R

A dt

Rl t
R R

Rld t
R RA

R Rl tR R R

A R
R R

π

π

π

π θ θ
π

θ

→∞

→∞

→∞

− =
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪+ +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= −
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪+ +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦= −
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟ + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= −
+

∫

∫

∫

2
1,令

( )

2 1

1 2 0

2 1

1 2

1 2

1 2

1
1 1
2

6

6

Ham

Ham

Rl t
R R

A R R
R R l

A R R
R R l

π→∞
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎛ ⎞

+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= −
+

= −
+

，       (Ⅰ-10) 

我們就可以得到圓球對圓球的 Hamaker 方程式。 

 

Ⅰ-3 平行細圓柱對 

1A  2A  
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∞

z  

 ∞  

−∞  −∞  
Z  

X  

 
圖Ⅰ-3 兩平行細圓柱，截面分別為 、 。 1 2

1

A A

如圖Ⅰ-3 所示，今天考慮一對無窮長細圓柱相距 z，其截面積分別為 、

，要計算出這兩根細圓柱的凡得力，我們參考假定方程式(Ⅰ-5)，在這裡

我們將細圓柱切割成很小的體積

1A

2A

1 1dV Adx= 與dV2 2 2A dx= ，距離

，因為我們希望找出每單位長度的細圓柱對凡得瓦力，所

以做變數變換

( 22 2
2 1[r z x x= + − ) ]

2 1x x x= − ，對 x 積分從−∞積分到∞得到 

( )1 2 32 2 2

1 2
1 22 5

3 3
8 8

Ham

Ham Ham

A dxA A
z x

A AA A
z z

π

π
π π

∞

−∞
−

+

= − = −

∫

5

A A
。         (Ⅰ-11) 

 

Ⅱ.  

根據柯西理論(Cauchy theorem)，參考圖Ⅱ-1，一個複數函數 ( )f z 在

a= 的時候的值可以利用柯西積分求得， z

( )
1 ( )( )

2 C

f zf a
i z aπ

=
−∫� dz ，           (Ⅱ-1) 
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Re 

Im 

z = a 

 
圖Ⅱ-1 複數平面上一點 a，環積分包圍了上半平面。 

 

在這個方程式裡面，最重要項就是分母 ( )z a− 產生了一階極點在 z a= 的

時候，應用回方程式(2-5)，我們這裡利用一個簡單的微分 ln[ ( )]d D dω ω在

jω ω= 處創造出一階極點，使得我們可以利用柯西積分找出自由能 ( )jf ω ： 

首先假想 ( )D ω 為一個連乘多項式， 

{ }
( ) ( )

j

jD
ω

ω ω ω= −Π ，             (Ⅱ-2) 

所以 

{ }
ln[ ( )] ( )

j

jD
ω

ω ω ω= −∑ ，            (Ⅱ-3) 

微分一次得到 

{ }

ln[ ( )] 1
(

j j

D
d ω )
ω
ω ω ω

=
−∑ ，            (Ⅱ-4) 

代回柯西積分得到 
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{ }

{ }

1 ln[ ( )]( )
2

1 1( )
2 (

( )
j

j

C

C
j

j

Df d
i d

)
f d

i

f

ω

ω

ωω ω
π ω

ω ω
π ω

ω

=
−

=

∫

∑∫

∑

�

� ω
。           (Ⅱ-5) 

 

Ⅲ. 反向 Abel 轉換 

標準型式： 

( )
2 2

1( )
l

h y
g l dy

y lπ
∞ ′

= −
+∫ ，            (Ⅲ-1) 

由(3-36)我們得知 

( )22

2

6( , )LmR N Cd F l
dl l 4

θθ
≈ − ，           (Ⅲ-2) 

在這我們假定(Ⅲ-1)中 

( ) ( )2

4

6N C
h y

y
θ

= − ，            (Ⅲ-3) 

則 

( ) ( )2

5

24N C
h y

y
θ

′ = − ，            (Ⅲ-4) 

所以我們合理推測當 0θ = 的時候， rodf 的型式： 

( )
( )

2 2
5

2 2 2
rod

C
f l y

l y
+ = −

+

� ，           (Ⅲ-5) 

代入 Inverse Abel transform 驗證： 
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( ) ( )
5 5 40

2 2 2 22 2

4 12
3

dy dy
ll y l y

∞ ∞

−∞
=

+ +
∫ ∫ =           (Ⅲ-6) 

與(Ⅲ-2)同樣的數量級。 
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